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V magistrskem delu opi²ite ravninske polinomske krivulje s pitagorejskim hodogra-
fom. Posebej obravnavajte interpolacijo s krivuljami stopnje 5 in jo primerjajte z
interpolacijo s klasi£nimi kubi£nimi krivuljami.
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Krivulje s pitagorejskim hodografom in interpolacija
Povzetek
Na za£etku bomo denirali osnovne lastnosti ravninskih parametri£nih krivulj, kot
so tangenta, ukrivuljenost, normala in paralelna krivulja. Potem se bomo posvetili
polinomom v Bernsteinovi bazi. Na podlagi teh polinomov bomo denirali Bézier-
jeve krivulje in predstavili pomen kontrolnega poligona. Sledila bo interpolacija s
kubi£nimi Bézierjevimi krivuljami. Denirali bomo krivulje s pitagorejskim hodo-
grafom (PH krivulje). Opisali bomo njihove glavne lastnosti in predstavili formule
za izra£un kontrolnih to£k. Nato se bomo ukvarjali z interpolacijo s PH krivuljami
stopnje 5. Predstavili bomo kriterij za izbiro najbolj²e re²itve in konstruirali zlepke,
ki jih bomo primerjali s kubi£nimi zlepki. Konstruirali bomo paralelne krivulje in
predstavili metodo za obrezovanje teh krivulj.
Pythagorean-Hodograph Curves and Interpolation
Abstract
We will dene basic parametric planar curve properties, like tangent vector, curva-
ture, normal vector and oset. Then, we will describe polynomials in the Bernstein
basis and use that concept for dening Bézier curves and control polygon. Inter-
polation with cubic Bézier will follow. We will dene pythagorean-hodograph (PH)
curves, describe their main properties and calculate control points. We will inter-
polate given data with the PH quintics and show a criteria for choosing the best
solution. We will construct PH quintic splines and compare them to the ordinary
cubic splines. We will nish with constructing oset curves and describe trimming
procedure.
Math. Subj. Class. (2010): 65D07, 65D10, 65D17
Klju£ne besede: parametri£na krivulja, tangentni vektor, ukrivljenost, paralelna
krivulja, Bernsteinova baza, Bézierjeva krivulja, pitagorejski hodograf, PH krivulja,
Hermiteova interpolacija, zlepek
Keywords: parametric curve, tangent vector, curvature, oset curve, Bernstein





Krivulje s pitagorejskim hodografom oziroma na kratko PH krivulje, ki sta jih leta
1990 denirala Rida T. Farouki in Vangelis Sakkalis, so postale v zadnjih letih ak-
tivno podro£je raziskav. Zaradi svojih posebnih lastnosti imajo prednost pri uporabi
v ra£unalni²ko podprtem oblikovanju, proizvodnji (CNC razrez), robotiki, na£rto-
vanju poti, animacijah in v drugih podobnih podro£jih. Razlog je v tem, da lahko
njihovo dolºino izra£unamo natan£no, njihove paralelne krivulje pa imajo vedno ra-
cionalno parametrizacijo. Za splo²ne krivulje ti dve lastnosti ne veljata vedno, kar
lahko v praksi povzro£i dolo£ene probleme. Npr. pri dizajniranju paralelne krivulje
moramo iskati numeri£ne pribliºke, kar je lahko £asovno zahtevno, zaradi iskanja
pribliºkov pa lahko pride tudi do napak. [7]
Obravnavali bomo PH krivulje v Bézierjevi obliki. Bézierjeve krivulje so posebna
oblika parametri£nih krivulj v Bernsteinovi bazi. Zelo pogosto se uporabljajo pri
modeliranju gladkih krivulj. Prvi£ jih je uporabil francoski inºenir Pierre Bézier za
dizajniranje avtomobilskih karoserij pri znamki Renault. Prvo ²tudijo teh krivulj
pa je leta 1959 objavil matematik Paul de Casteljau, kjer je predstavil numeri£no
stabilno metodo za ra£unanje Bézierjevih krivulj (de Casteljauov algoritem) pri pod-
jetju Citroën. [1]
Na² cilj bo poiskati krivuljo (zlepek), ki bo sestavljena iz PH krivulj in bo interpoli-
rala to£ke v ravnini ter se ujemala s predpisanimi tangentnimi vektorji v teh to£kah.
Poiskali bomo tudi pripadajo£o paralelno krivuljo. Videli bomo, da so najprepro-
stej²e PH krivulje, ki lahko zadostijo pogojem pri tak²ni interpolaciji, PH krivulje
stopnje 5.
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2 Diferencialna geometrija ravninskih krivulj
Ravninsko krivuljo r lahko deniramo kot par funkcij parametra ξ, vrednosti teh
funkcij pa si predstavljamo kot to£ke na krivulji r(ξ) = (x(ξ), y(ξ))T . Krivulja ima
lahko ve£ razli£nih parametrizacij. Predpostavimo, da sta x in y najmanj dvakrat
zvezno odvedljivi funkciji. S pomo£jo odvodov bomo dobili geometri£ne lastnosti
krivulje, ki so neodvisne od njene parametrizacije. Obliko ravninske krivulje popol-
noma denirata tangenta in njena ukrivljenost (do togega premika) ([5]).
2.1 Tangenta in ukrivljenost
Krivulja r je regularna, £e za njen odvod velja r′(ξ) ̸= 0 za vse vrednosti ξ v izbrani
domeni. Odvod regularne krivulje lahko zapi²emo kot
r′(ξ) = σ(ξ)t(ξ), (2.1)
kjer je σ skalarna funkcija
σ(ξ) = ∥r′(ξ)∥ =
√
x′2(ξ) + y′2(ξ) =
ds
dξ
in predstavlja spremembo dolºine loka krivulje s v odvisnosti od parametra ξ, t(ξ)





Enotska tangenta je vektor z dolºino 1, ki se v izbrani to£ki dotika krivulje in denira
njeno smer. Enotska normala je vektor dolºine 1, ki je v izbrani to£ki pravokoten
na tangento. Deniramo jo kot vektorski produkt enotske tangente in enotskega
vektorja z, ki je pravokoten na ravnino, v kateri leºi krivulja,













Ena£bo (2.1) odvajamo in dobimo
r′′(ξ) = σ′(ξ)t(ξ) + σ(ξ)t′(ξ). (2.2)
Odvajamo t in izra£unamo skalarni produkt.
t(ξ) · t′(ξ) = 1
σ3(ξ)


















Iz rezultata (2.3) sledi, da je t′(ξ) vedno pravokoten na t(ξ), zato lahko zapi²emo
t′(ξ) = −σ(ξ)κ(ξ)n(ξ), (2.4)
kjer je κ skalarna funkcija, ki predstavlja ukrivljenost krivulje r pri parametru ξ.





Vrednost κ(ξ) je neodvisna od parametrizacije in lahko zavzame tako pozitivne kot
negativne vrednosti. Vektor t(ξ) dolo£a smer tangentne premice. e gledamo v
smeri t(ξ) in leºi krivulja levo od nje, je κ(ξ) pozitivna, £e leºi desno pa je negativna.
e se krivulja in tangentna premica sekata v to£ki ξ, ima krivulja v tej to£ki prevoj,
κ(ξ) pa je enaka 0. Geometri£no, absolutna vrednost |κ(ξ)| meri hitrost, s katero
enotska tangenta rotira.
κ > 0 κ = 0 κ < 0
Slika 1: Primeri pozitivne, ni£elne in negativne ukrivljenosti.
2.2 Paralelne krivulje
Za gladko krivuljo r z enotsko normalo n je paralelna krivulja na (predzna£eni)
razdalji d denirana kot
rd(ξ) = r(ξ) + dn(ξ). (2.6)
Krivulji, denirani v (2.6), pravimo tudi odmik krivulje (oset curve). Tak²na krivu-
lja v splo²nem ni polinom ali racionalna krivulja, tudi £e r je, saj zaradi normiranja
vektorja n dobimo kvadratni koren. Izraz (2.6) denira enostransko paralelno kri-
vuljo. e d zamenjamo s ±d, dobimo dvostransko paralelno krivuljo. Krivuljo rd
lahko interpretiramo tudi kot zaporedje to£k, ki so (lokalno) oddaljene od krivulje r
za ksno razdaljo d. Velja pa tudi, da so tangente rd paralelne s tangentami krivulje






Slika 2: Krivulja s pripadajo£o enostransko paralelno krivuljo.
Poznamo neobrezane in obrezane paralelne krivulje. Ena£ba (2.6) predstavlja ne-
obrezano paralelno krivuljo in zado²£a pogoju |rd(ξ)− r(ξ)| = |d|, vendar ta pogoj
ne zagotavlja, da je v tem primeru izbrana to£ka rd(ξ) na razdalji najmanj |d| od
vsake to£ke krivulje r. Obrezano paralelno krivuljo dobimo tako, da odstranimo
posamezne segmente, ki so na razdalji manj kot |d| od izbrane krivulje.
Prvi in drugi odvod lahko zapi²emo kot
r′d(ξ) = (1 + κ(ξ)d)r
′(ξ),
r′′d(ξ) = (1 + κ(ξ)d)r
′′(ξ) + κ(ξ)dr′(ξ),
kjer je κ ukrivljenost krivulje r, denirana v (2.5). Enotsko tangento in ukrivljenost

















kjer sta xd in yd komponenti krivulje rd. Vidimo, da za vrednosti parametra ξ, kjer
je κ(ξ) = −1/d, tangenta in ukrivljenost paralelne krivulje nista dobro denirani.
Gre za dve vrsti kriti£nih vrednosti. e je κ′(ξ) = 0 ̸= κ′′(ξ), imamo pri ξ ekstrem
in neskon£no ukrivljenost (Slika 3 primer (b)). e je κ′(ξ) ̸= 0, ni ekstrema, se pa
v to£ki ξ spremeni predznak ukrivljenosti (Slika 3 primer (c)).
Radij ukrivljenosti je deniran kot ρ(ξ) = 1/κ(ξ), to£ka e(ξ) = r(ξ) − ρ(ξ)n(ξ) pa
predstavlja sredi²£e pritisnjene kroºnice za to£ko r(ξ). To pomeni, da je e(ξ) sredi²£e
kroºnice, ki se najbolje prilega krivulji r pri parametru ξ. Singularne to£ke se pri
paralenih krivuljah pojavijo takrat, ko se to£ka rd(ξ) ujema s sredi²£em ukrivljenosti
e(ξ) za pripadajo£o to£ko r(ξ). V tem primeru je torej d = −ρ(ξ∗) in tako
rd(ξ∗) = r(ξ∗)− ρ(ξ∗)n(ξ∗).
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(a) (b) (c)
κ(ξ) < −1/d,∀ξ κ(ξ) ≤ −1/d,∀ξ ∃ξ : κ(ξ) > −1/d
Slika 3: Primeri notranjih paralelnih krivulj za razli£ne d: (a) paralelna krivulja je
gladka in ne vsebuje singularnih to£k; (b) obstaja ena singularna to£ka - ekstrem;
(c) obstajata dve singularni to£ki in krivulja seka samo sebe.
Singularne to£ke niso edini problem paralelnih krivulj. Kot lahko vidimo na sliki
3, primer (c), je rd od krivulje r ponekod oddaljena za manj kot d. Za nekatere
ξ obstajajo vrednosti τ , za katere velja ∥rd(ξ)− r(τ)∥ < |d|. Postopku, s katerim
odstranimo tak²ne dele krivulje, pravimo trimanje oziroma obrezovanje neobrezane
paralelne krivulje.
Razdalja med to£ko p in krivuljo C je denirana kot
d(p, C) = min
q∈C
∥p− q∥ .
Denicija 2.1. Prava ali obrezana paralelna krivulja Cd, ki je od krivulje C odda-
ljena za d, je podmnoºica Cd ⊂ C̃d, kjer je C̃d neobrezana paralelna krivulja. Za vse
p ∈ Cd velja
d(p, C) = |d|.
Obrezovanje paralelne krivulje
1. Konstruiramo neobrezano paralelno krivuljo Cd na razdalji d.
2. e Cd ni povezana, vrzeli zapolnimo z loki.
3. Izra£unamo samoprese£i²£a in razdelimo krivuljo Cd na segmente S1, . . . , SN .
Prese£i²£a so kraji²£a teh segmentov.
4. Na vsakem segmentu izberemo testno to£ko pk ∈ Sk in izra£unamo njeno
razdaljo do krivulje C.
5. Izlo£imo segmente, pri katerih je razdalja manj²a od d.
6. Preostali segmenti tvorijo obrezano paralelno krivuljo.
Na Sliki 4 neobrezana krivulja ni povezana, saj osnovna krivulja ni gladka. V tak²nih
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Slika 4: Paralelna krivulja pred postopkom obrezovanja (levo) in obrezana paralelna
krivulja (desno).
primerih dodamo loke, da dobimo povezano krivuljo. e bi bila osnovna krivulja
gladka, potem bi bila paralelna krivulja povezana.
Paralelne krivulje imajo pomembno vlogo pri sodobnem ra£unalni²ko podprtem obli-
kovanju in v aplikacijah za CNC 1 razrez. V praksi je seveda pomembno, da so
paralelne krivulje povezane, kosoma gladke in brez samoprese£i²£.
1Computer Numerically Controlled (ra£unalni²ko numeri£no krmiljenje)
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3 Polinomi v Bernsteinovi bazi
Polinomi so funkcije, ki imajo veliko atraktivnih lastnosti, zato se zelo pogosto
uporabljajo v razli£nih aplikacijah. Preprosto jih je denirati, odvajati in integri-
rati. Ve£ razli£nih polinomov lahko sestavimo v zlepek in tako lahko aproksimiramo
gladke funkcije z ºeljeno natan£nostjo. Polinom je linearna kombinacija baznih po-
linomov, ki so linearno neodvisni in so denimo lahko oblike 1, x, x2, . . . . V na²ih
primerih se bomo ukvarjali s polinomi v Bernsteinovi bazi.
3.1 Baricentri£ne koordinate






Naj bo x ∈ [a, b]. Interval I si lahko predstavljamo kot palico, ki ima na levi in
desni strani uteºi z masama u in v. Zanima nas, kak²no maso morata imeti u in v,
da bo palica v ravnoteºnem poloºaju nad to£ko x.
v u
x− a b− x
Slika 5: Baricentri£ne koordinate u in v, podane v (3.3).
Vrednosti u in v predstavljata baricentri£ne koordinate to£ke x za interval [a, b].
Veljati mora
(x− a)v = (b− x)u.
Zanima nas razmerje med u in v, zato lahko dodamo omejitev
u+ v = 1, (3.2)








Bazo stopnje n za polinome na intervalu I dobimo z razvojem leve strani ena£be
















ukvn−k, za k = 1, . . . , n. (3.4)
Z ustreznim izborom koecientov ck lahko vsak polinom, podan v obliki (3.1), izra-
zimo v baricentri£ni obliki
P (u, v) = ckb
n
k(u, v).
Polinomi (3.4) so homogeni v u in v, nenegativni na intervalu I, njihova vsota pa je
vedno 1.
3.2 Bernsteinova baza
Polinom p naj bo deniran na intervalu t ∈ [0, 1]. Za vsako to£ko na tem intervalu
vrednosti t in 1 − t predstavljata oddaljenost to£ke od kraji²£ intervala, pravimo






(1− t)ktn−k, k = 0, . . . , n,
so linearno neodvisni in sestavljajo Bernsteinovo bazo za polinome stopnje n na
intervalu [0, 1].
Bernsteinovo bazo lahko generiramo tudi z rekurzijo. Za£nemo z b00(t) ≡ 1 in pri-
vzamemo, da je brk(t) ≡ 0, £e je k < 0 ali k > r. Bazo stopnje r + 1 tako dobimo iz
baze stopnje r
br+1k (t) = tb
r
k−1(t) + (1− t)brk(t),
za k = 0, . . . , r + 1.
Slika 6 prikazuje bazo za polinome stopnje 4. Vidimo lahko, da so polinomi bnk in
bnn−k zrcalne slike drug drugega in velja
bnn−k(1− t) ≡ bnk(t).
Ve£inoma se bomo ukvarjali z Bernsteinovo bazo na intervalu t ∈ [0, 1], lahko pa vse
lastnosti in algoritme raz²irimo na poljuben interval [a, b], tako da zamenjamo u = t
in v = 1− t z baricentri£nimi koordinatami u = (t−a)/(b−a) in v = (b− t)/(b−a).
Podrobnosti si bomo ogledali v nadaljevanju.
Enega najbolj temeljnih rezultatov za polinome v Bernsteinovi obliki predstavlja
Weierstrassov izrek. Ta zagotavlja obstoj polinona P stopnje n, ki se na izbranem
intervalu od dane funkcije ne razlikuje za ve£ kot δ.
Izrek 3.1 (Weierstrass). Naj bo f funkcija na intervalu [0, 1] in naj bodo tk =
k
n

















Slika 6: Gra polinomov Bernsteinove baze stopnje 4 na intervalu [0, 1].
Za vsak δ > 0 obstaja nδ, da za vsak n ≥ nδ velja
|Pn(t)− f(t)| ≤ δ, t ∈ [0, 1] .
Bernsteinov polinom Pn je za vsak n vsaj tako gladek kot funkcija, ki jo aproksimira.
e je funkcija f monotona ali konveksna, je tudi polinom Pn monoton ali konveksen.
Bernsteinov polinom se s funkcijo ujema pri vrednostih t = 0, 1, za ostale vrednosti
pa velja Pn(t) ̸≡ f(t). Zelo pomembno pri Weierstrassovem izreku je predvsem to,
da ne zahteva, da je funkcija f odvedljiva. Tako lahko aproksimiramo tudi funkcije,
ki niso odvedljive.
3.2.1 Lastnosti Bernsteinovih polinomov
Konvergenca v Weierstrassovem izreku izhaja iz posebnih lastnosti Bernsteinovih








1. Unimodalnost: bnk ima natanko en maksimum pri t =
k
n
na t ∈ [0, 1].
2. Nenegativnost: bnk(t) ≥ 0 za t ∈ [0, 1] in k = 0, . . . , n.
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Enakost velja za poljuben interval t ∈ [a, b].
4. Spodnje in zgornje meje:
min
o≤k≤n
ck ≤ p(t) ≤ max
0≤k≤n
ck, t ∈ [0, 1] .
5. Padanje variacije: Naj bo N ²tevilo realnih ni£el polinoma p na odprtem
intervalu t ∈ (0, 1) in naj bo V (c0, . . . , cn) ²tevilo sprememb v predznakih
koecientov. Potem velja
N = V (c0, . . . , cn)− 2K,
kjer je K nenegativno celo ²tevilo. Preslikava t ∈ (0, 1) ↦→ u ∈ (0,∞) deni-
rana kot t(u) = u/(1 + u) transformira p v










Koecienti a0, . . . , an in c0, . . . , cn imajo enake predznake. Ni£le polinoma q
na (0,∞) so bijektivna preslikava ni£el polinoma p na (0, 1).
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6. Odvodi in integrali: Izrazimo jih lahko kot polinome v Bernsteinovi obliki

























k (t), kjer je ∆ck = ck+1 − ck,
nedolo£en integral∫



















Opisane lastnosti lahko, z ustreznimi modikacijami, uporabimo na poljubnem in-








, k = 0, . . . , n.
3.2.2 Vi²anje stopnje polinoma
Pri dolo£enih aritmeti£nih operacijah polinomov v Bernsteinovi obliki morajo biti
ti polinomi izraºeni v bazah enakih stopenj. e ºelimo npr. se²teti dva polinoma,
ki sta razli£nih stopenj, moramo najprej zvi²ati stopnjo polinoma z niºjo stopnjo.
Pri tem ostane polinom enak, le predstavljen je v druga£ni obliki.
Polinom bnk izrazimo v bazi stopnje n+ r, tako da ga pomnoºimo z binomsko raz²i-













) bn+rj (t), k = 0, . . . , n.





















) cnj , k = 0, . . . , n+ r.
Stopnjo polinoma lahko vedno zvi²amo, niºanje stopnje pa je mogo£e le takrat, ko
je prava stopnja polinoma manj²a od njegove dejanske stopnje. To pomeni, da je
bila njegova stopnja predhodno zvi²ana.
Predpostavimo, da je prava stopnja polinoma p manj²a ali enaka n− r. Polinom p





















) cnj , k = 0, . . . , n− r.
3.2.3 Aritmeti£ne operacije
Naj bosta f in g polinoma stopenj m in n z Bernsteinovimi koecienti a0, . . . , am in
b0, . . . , bn. e je m = n, dobimo koeciente pri se²tevanju ali od²tevanju tako, da
preprosto se²tejemo ali od²tejemo ustrezne koeciente. e je m ̸= n, potem moramo
najprej zvi²ati stopnjo tistega polinoma, ki ima niºjo stopnjo, tako da izrazimo oba
polinoma v Bernsteinovi bazi enake stopnje. e je n < m, dobimo pri se²tevanju ali
od²tevanju












) bj, k = 0, . . . ,m.













) ajbk−j, k = 0, . . . ,m+ n.
Pri deljenju polinomov f/g najprej deniramo kvocient q in ostanek r z enako-
stjo
fq + r,
kjer je deg(q) = m − n in deg(r) = n − 1. Za izra£un koecientov polinomov
























) rj = ak.
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3.3 Bézierjeve krivulje
e zamenjamo skalarne vrednosti c0, . . . , cn v (3.5) s to£kami p0, . . . ,pn v ravnini







To£kam p0, . . . ,pn pravimo kontrolne to£ke za krivuljo r in denirajo kontrolni po-
ligon. Daljice, ki povezujejo zaporedne kontrolne to£ke pk−1 in pk za k = 0, . . . , n,
so daljice kontrolnega poligona.
Slika 8: Bézierove krivulje stopenj 3, 4, 5 in 6 s kontrolnimi poligoni.
Hitro lahko preverimo, da se za£etna in kon£na to£ka krivulje ujemata s prvo in
zadnjo kontrolno to£ko, torej je
r(0) = p0 in r(1) = pn. (3.7)
Krivulja je tangentna na prvo in zadnjo daljico kontrolnega poligona. Enotski tan-









S premikanjem to£k kontrolnega poligona lahko tako spreminjamo obliko krivulje.
Vi²ja kot je stopnja krivulje, bolj je njena oblika eksibilna. Vseeno pa v praksi vi²a-
nje stopnje krivulje ni vedno najbolj²i na£in, saj je s tak²nimi krivuljami zahtevneje
ra£unati. Bolje je krivuljo sestaviti iz ve£ krivulj niºje stopnje.
Kontrolni poligon ima ²e eno pomembno lastnost. Z njim lahko dolo£imo obmo£je,
na katerem leºi krivulja.
Konveksna ovojnica to£k p0,p1, . . . ,pn je denirana kot mnoºica vseh pozicij p, ki
jih lahko izrazimo v obliki
p = µ0p0 + µ1p1 + · · ·+ µnpn,
kjer skalarne vrednosti zadostijo pogojema
µ0 + µ1 + · · ·+ µn = 1 in µk ≥ 0, k = 0, . . . , n. (3.9)
e podane to£ke leºijo v ravnini, je konveksna ovojnica konveksen poligon v tej
ravnini z vozli²£i p0,p1, . . . ,pn.
Slika 9: Konveksna ovojnica kontrolnih to£k.
Vrednosti Bernsteinovih polinomov bn0 (t), . . . , b
n
n(t) zadostijo pogojema (3.9) za vsak
t ∈ [0, 1], zato Bézierjeva krivulja, denirana v (3.6) za t ∈ [0, 1], v celoti leºi v
konveksni ovojnici njenih kontrolnih to£k.
Za Bernsteinove polinome smo v poglavju 3.2.1 predstavili lastnost padanje variacije.
Zdaj lahko to lastnost posplo²imo ²e za Bézierjeve krivulje.
Trditev 3.2. Poljubna daljica ne seka Bézierjevo krivuljo ve£krat kot seka njen
kontrolni poligon.
Dokaºemo gra£no (Slika 10).
e je kontrolni poligon Bézierjeve krivulje konveksen, je tudi krivulja konveksna,
obratno pa ne velja.
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Slika 10: Nobena od premic ne seka krivulje ve£krat, kot seka njen kontrolni poligon.
3.3.1 De Casteljauov algoritem
Algoritem predstavlja eno od najbolj temeljnih procedur za ra£unanje vrednosti na
Bézierjevih krivuljah na intervalu [0, 1] in vrne dva rezultata. Za izbrano vrednost
parametra τ ∈ [0, 1] izra£una to£ko na krivulji, torej r(τ), ter razdeli krivuljo v
izbrani to£ki - denira kontrolne to£ke za podintervala [0, τ ] in [τ, 1].
Imamo kontrolne to£ke p0, . . . ,pn. Izberemo τ ∈ [0, 1] in postavimo p0j = pj za
j = 1, . . . , n. Po pravilu
prj = (1− τ)pr−1j−1 + τpr−1j ,
za j = r, . . . , n in r = 1, . . . , n, izra£unamo to£ke in dobimo shemo
pnn
· · ·
p22 · · p2n
p11 p
1





2 · · p0n
Zadnja vrednost v trikotniku je vrednost krivulje pri parametru τ ,
r(τ) = pnn.
Algoritem si lahko predstavljamo kot zaporedno generiranje kontrolnih poligonov.
Za£nemo s poligonom, ki ima n+ 1 to£k. Na vsakem koraku dobimo nov kontrolni
poligon z eno kotrolno to£ko manj od predhodnega. To£ke novega kontrolnega poli-
gona delijo daljice predhodnega v razmerju τ in 1− τ . Zadnji kontrolni poligon ima













n , . . . ,p
0
n predstavljajo kontrolna poligona za levo







Slika 11: Primer algoritma za kubi£no krivuljo z vrednostjo parametra τ = 1/2.
3.3.2 Bézierjevi hodogra
Parametri£na funkcija h, ki jo denira odvod Bézierjeve krivulje r′, je Bézierjev







kjer je ∆pk = pk+1 − pk. e gre h skozi izhodi²£e, potem ima r stacionarno to£ko
pri vrednosti parametra t, kjer je r′(t) = 0. e je pri tem r′′(t) ̸= 0, potem gre za
²pico, sicer pa za to£ko neskon£ne ukrivljenosti na krivulji r.
Tangenta krivulje h, ki gre skozi izhodi²£e, denira to£ko na krivulji r, kjer je
ukrivljenost enaka 0 (Slika 12). Taki to£ki pravimo prevoj. Denira ga lahko tudi
²pica na hodografu, £e velja r′′(t) = 0 ̸= r′′′(t).
S hodografom lahko preverimo tudi kvaliteto parametrizacije. Naj bo h podan s
koordinatami (σ, θ)T , kjer je σ = ∥r∥ parametri£na hitrost krivulje r, θ(t) pa je
naklon tangente pri parametru t. Pri idealni parametrizaciji, kjer je σ(t) ≡ 1, leºi h
na enotski kroºnici. Pri polinomih in racionalnih krivuljah je σ nekonstantna, razen
v trivialnem primeru ravne £rte. Ekstrema σ ↦→ 0 in σ ↦→ ∞ identicirata ²pice in
to£ke neskon£nosti na krivulji.
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Slika 12: Bézierjeva krivulja stopnje 6 s pripadajo£im hodografom stopnje 5.
3.3.3 Racionalne Bézierjeve krivulje








je racionalna krivulja. Polinomi so prava podmnoºica racionalnih krivulj, vendar
z njimi mnogih krivulj ne moremo predstaviti (npr. kroºnica), saj so v dolo£enih
primerih preve£ restriktivni.










kjer so w0, . . . , wn skalarne vrednosti oziroma uteºi. Bernsteinovi koecienti polino-
mov W , X, Y so tako wk, wkxk, wkyk in pk = (xk, yk), k = 0, 1, . . . , n.
Ni£le polinoma W denirajo pole oziroma to£ke neskon£nosti krivulje r. e so vsi
predznaki koecienov w0, . . . , wn enaki, nam Trditev 3.2 zagotavlja, da na izbranem
intervalu polinom W nima ni£el.
e velja w0 = w1 = · · · = wn, potem gre za polinomsko Bézierjevo krivuljo s
kontrolnimi to£kami p0, . . . ,pn. e uteºi niso enake, je pomembno razmerje med
njimi w0 : w1 : · · · : wn. Uteºi lahko vedno delimo z wr, £e je ta neni£elna, in dobimo





, k = 1, . . . , n.
Pravimo jim tudi Farinove to£ke. Lokacija to£ke qk na daljici kontrolnega poligona
denira razmerje med wk−1 in wk. e so vse uteºne to£ke locirane na sredini daljic
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kontrolnega polinoma, velja w0 = w1 = · · · = wn in imamo polinomsko krivuljo.
S premikanjem uteºnih to£k vzdolº daljic kontrolnega poligona spreminjamo obliko
krivulje. e pomaknemo qk proti pk, s tem pove£amo wk in tako potegnemo krivuljo
proti pk. Na Sliki 13 smo to£ko q3 pomaknili proti p2 in s tem pribliºali krivuljo p2.
Vse to£ke qk, k = 1, . . . , n, morajo leºati to£no med pk−1 in pk, da krivulja na tem
intervalu nima polov. V tem primeru so namre£ predznaki uteºi w0, . . . , wn enaki in










Slika 13: Racionalna Bézierjeva krivulja s kontrolnimi to£kami p0, . . . ,p5 in uteºnimi
to£kami q1, . . . ,q5.
Nekatere lastnosti polinomskih Bézierjevih krivulj lahko, z dolo£enimi prilagodi-
tvami, prenesemo tudi na racionalne Bézierjeve krivulje. Projekcijske kontrolne
to£ke si lahko predstavljamo kot kombinacijo kontrolnih to£k pk = (xk, yk) in uteºi
wk. Podane so s tremi komponentami
Pk = (Wk,Xk,Xk) = (wk, wkxk, wk, yk), k = 0, . . . , n.
Za vsako od komponent W, X in Y lahko npr. zvi²amo stopnjo polinoma ali




Krivulja, s katero bomo interpolirali dane podatke, mora imeti dovolj prostostnih
stopenj, da se bo lahko ujemala z danimi podatki. Prostostne stopnje predsta-
vljajo ²tevilo parametrov, ki jih lahko poljubno izberemo, da pri tem zadostimo
predpisanim omejitvam. Najpreprostej²i na£in je polinomska interpolacija skalarnih
podatkov. I²£emo torej polinom oblike
f(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ aN tN ,
ki bo stopnje N in bo na intervalu [t0, tN ] interpoliral vrednosti f0, f1, . . . , fN . Po-
linom f dobimo tako, da re²imo sistem ena£b pri vrednostih parametrov t0, . . . , tN
za koeciente a0, a1, . . . , aN , torej⎡⎢⎢⎢⎣
1 t0 t
2






























Polinom f ima N + 1 koecientov, ki ga enoli£no dolo£ajo, in ima tako N + 1
prostostnih stopenj. e bi ºeleli imeti ve£ prostostnih stopenj, bi morali zvi²ati
stopnjo polinoma, kar pa v praksi ni priporo£ljiv pristop. Krivulje vi²jih stopenj
imajo bolj pogosto ve£ja nihanja, zato z njimi ne doseºemo ºeljene oblike.
Bolj²i na£in, s katerim pridobimo dodatne prostostne stopnje, je, da sestavimo kri-
vuljo iz zaporedja razli£nih polinomov niºjih stopenj, ki gladko prehajajo eden v
drugega.
4.1 Hermiteovi zlepki prvega reda
Naj bodo f0, . . . , fN vrednosti funkcije in naj bo t0, . . . , tN monotono nara²£ajo£a
mnoºica neodvisnih vrednosti spremenljivke. Poiskati ºelimo gladko funkcijo f , ki
interpolira vrednosti
f(tk) = fk, k = 0, . . . , N.
Vrednostim t0, . . . , tN pravimo vozli²£a interpolacijske funkcije.
Zlepek je gladka funkcija na intervalu [t0, tN ], sestavljena iz razli£nih polinomov pk,
deniranih na zaporednih intervalih [tk−1, tk] , k = 1, . . . , N . Sosednji polinomi se na
notranjih vozli²£ih t1, . . . , tN−1 ujemajo v vrednostih in v prvih (lahko tudi vi²jih)
odvodih. Velja
pk(tk) = pk+1(tk) in p′k(tk) = p
′
k+1(tk), k = 1, . . . , N − 1. (4.1)
Zlepku, sestavljenim iz polinomov, ki ustrezajo pogojem (4.1), pravimo tudi Hermi-
teov interpolant prvega reda.
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kjer je ∆tk dolºina k-tega intervala ∆tk = tk − tk−1.
S Hermiteovimi zlepki prvega reda se bomo sre£ali v prihodnjih poglavjih. Konstru-
irali bomo zlepke iz kubi£nih Bézierjevih krivulj in zlepke iz posebnih Bézierjevih
krivulj stopnje 5. Preverili bomo tudi, kak²en vpliv ima izbira lokalne spremenljivke
na obliko krivulje.
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5 Kubi£ne Bézierjeve krivulje
Kubi£ne Bézierjeve krivulje so najpreprostej²e Bézierjeve krivulje, s katerimi lahko
konstruiramo Hermiteove interpolante prvega reda. Kvadratne krivulje namre£ ne
morejo imeti prevojev, zato niso primerne za tak²no interpolacijo. Kubi£ne Bé-
zierjeve krivulje se tako zaradi svoje preprostosti in prilagodljivosti zelo pogosto
uporabljajo pri modeliranju gladkih krivulj.
Kubi£no Bézierjevo krivuljo denirajo ²tiri kontrolne to£ke p0, p1, p2 in p3. Zapi-







kjer je t ∈ [0, 1].
5.1 Hermiteova interpolacija
Podane imamo to£ke v ravnini r0, . . . , rN in pripadajo£e tangentne vektorje
v0, . . . ,vN . Konstruirati ºelimo krivuljo, sestavljeno iz polinomov oblike (5.1),
ki interepolira to£ke r0, . . . , rN in ima v teh to£kah tangente enake vektorjem
v0, . . . ,vN .
Najprej predpostavimo, da imamo podani to£ki r0 in r1 s pripadajo£ima vektorjema
v0 in v1. I²£emo torej krivuljo oblike (5.1), ki ustreza pogojem
r(0) = r0, r(1) = r1, r
′(0) = v0, r
′(1) = v1.
Kontrolne to£ke sledijo iz (3.7) in (3.8) in dobimo







r′(1), p3 = r(1).
Obstaja torej natanko ena kubi£na Bézierjeva krivulja, ki interpolira Hermiteove
podatke prvega reda.
Primer 5.1. Poiskati ºelimo kubi£ne Bézierjeve krivulje, ki interpolirajo podatke:
(a) r0 = (2.6, 2), r1 = (3, 2.5), v0 = (4,−3), v1 = (5,−2)
(b) r0 = (2, 2), r1 = (3, 2.5), v0 = (−2,−3), v1 = (5,−2)
(c) r0 = (2.7, 1.7), r1 = (2.3, 1.6), v0 = (−5,−3), v1 = (−2, 4)
(d) r0 = (2.7, 1.7), r1 = (2.3, 1.6), v0 = (−1,−0.5), v1 = (−1, 2)
Slika 14 prikazuje krivulje, ki ustrezajo zgornjim pogojem. Podatki (a), (b) in (d)




Slika 14: Primeri interpolacije s kubi£nimi Bézierjevimi krivuljami.
ne ºelimo, problem pa je, ker imamo za vsak nabor podatkov le eno krivuljo in je
ne moremo zamenjati s kak²no drugo.
Zlepek na intervalu [0, N ] dobimo tako, da na k-tem intervalu, ki ga dolo£ata to£ki
rk−1 in rk, konstruiramo interpolant pk, ki ustreza omejitvam rk−1, rk, vk−1 in vk.
Polinome pk sestavimo skupaj in dobimo gladko funkcijo na intervalu [0, N ].
Primer 5.2. Interpolirali bomo podatke
r0 = (0.5, 10) v0 = (1, 3) r6 = (7.5, 9.2) v6 = (−2, 4)
r1 = (2.5, 11.5) v1 = (3, 0.5) r7 = (8, 12) v7 = (1, 1)
r2 = (4.2, 10) v2 = (−2,−4) r8 = (10, 13) v8 = (3, 0)
r3 = (3, 7) v3 = (−1.5,−7.5) r9 = (13, 11) v9 = (0,−3)
r4 = (6, 2, 10) v4 = (6, 0) r10 = (10.5, 9) v10 = (−3,−1)
r5 = (10, 7) v5 = (−2, 4)
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Slika 15 prikazuje zlepek, ki interpolira zgornje podatke.
Slika 15: Kubi£ni zlepek.
Interpolacija z Bézierjevimi krivuljami tretje stopnje je preprosta, vendar vedno
vrne le eno re²itev in tako ne ponudi moºnosti, da bi lahko izbirali med re²itvami.
Poleg tega lahko nastanejo problemi, £e ºelimo izra£unati dolºino krivulje ali pa
potrebujemo paralelno krivuljo - te v splo²nem niso racionalne krivulje, zato je
lahko ra£unanje z njimi precej zahtevno.
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6 Krivulje s pitagorejskim hodografom
Hodograf odvedljive parametri£ne krivulje r = (x, y)T je krivulja, ki jo denira
odvod r′ = (x′, y′)T . Krivulje s pitagorejsim hodografom, oziroma na kratko PH
krivulje, so polinomske parametri£ne krivulje, katerih komponenti hodografa zado-
stita pitagorejskemu pogoju x′2+y′2 ≡ σ2 za nek polinom σ. Pona²ajo se z mnogimi
lepimi lastnostmi, zato se jih pogosto uporablja v razli£nih aplikacijah.
6.1 Denicija in lastnosti
Osnovni izrek, ki je podlaga za ²tudijo PH krivulj, je naslednji.
Izrek 6.1. Polinomi a, b in c zadostijo pitagorejskemu pogoju
a2(t) + b2(t) = c2(t), t ∈ R, (6.1)
£e jih lahko (do vrstnega reda natan£no) izrazimo s polinomi u, v in w v obliki
a = (u2 − v2)w,
b = 2uvw, (6.2)
c = (u2 + v2)w,
in velja, da polinoma u in v nimata skupnih ni£el.
Dokaz. Hitro lahko preverimo, da ena£be (6.2) zadostijo pogoju (6.1). Pokazati













ã2(t) + b̃2(t) = c̃2(t), t ∈ R,
£e a, b in c zadostijo (6.1). Zapi²emo
b̃2 = c̃2 − ã2 = (c̃+ ã)(c̃− ã).
Opazimo, da c̃ + ã in c̃ − ã nimata skupnih ni£el, saj polinomi ã, b̃ in c̃ nimajo
skupnih ni£el. Torej, vsaka ni£la b̃2 je ni£la sode stopnje v c̃ + ã ali v c̃ − ã, zato
lahko zapi²emo
c̃+ ã = 2u2 in c̃− ã = 2v2.
Polinoma u in v nimata skupnih ni£el in velja
ã(t) = u2(t)− v2(t), b̃(t) = 2u(t)v(t), c̃ = u2(t) + v2(t), t ∈ R.
Ena£be pomnoºimo z w in dobimo (6.2).
Poglejmo si nekaj glavnih lastnosti PH krivulj [4].
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Denicija 6.2. Naj bodo u, v in w neni£elni realni polinomi, pri £emer u in v






, y′ = 2wuv, (6.3)
pravimo PH krivulja.






, t ∈ R, (6.4)
in polinomi x′, y′, σ tvorijo pitagorejsko trojico.
e je w nenegativen, denira (6.4) parametri£no hitrost krivulje - spremembo dolºine
loka s v odvisnosti od parametra t, torej
σ(t) = |r′(t)| =
√




Vedno lahko predpostavimo, da je w nenegativen, £e nima realnih ni£el lihe stopnje.
Te lahko povzro£ijo, da ima krivulja na dolo£enih mestih neregularne to£ke, npr.
²pice. V na²ih primerih bomo vedno privzeli w(t) = 1.










Sledi, da lahko dolºino loka s poljubne PH krivulje izra£unamo eksaktno, saj poli-
nome znamo vedno integrirati v zaklju£eni obliki.
Opomba 6.4. Tangento t, normalo n in ukrivljenost κ, ki smo jih spoznali v po-
glavju 2.1, lahko zapi²emo kot racionalne funkcije
t =
(u2 − v2, 2uv)
u2 + v2
, n =






Za PH krivuljo stopnje n sta t in n stopnje n− 1, κ pa je stopnje n− 3 v ²tevcu in
stopnje 2n− 2 v imenovalcu.
Posledi£no ima tudi paralelna krivulja iz 2.2 racionalno parametrizacijo
rd(t) = r(t) + dn(t).
V splo²nem polinomi nimajo teh lepih lastnosti, saj je
√
x′2 + y′2 v splo²nem iracio-
nalna, zato ra£unanje lo£ne dolºine in paralelne krivulje pogosto zahteva numeri£no
integracijo.
Opomba 6.5. e je λ = deg(w) in µ = max(deg(u), deg(v)), je PH krivulja, ki jo
dobimo z integriranjem (6.3), stopnje n = λ+ 2µ+ 1.
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Pri izbiri krivulje za interpolacijo moramo upo²tevati tudi ²tevilo prostostnih sto-
penj, ki jih ima krivulja.
Lema 6.6. PH krivulje stopnje n imajo najve£ n + 3 prostostnih stopenj. Za pri-
merjavo, v splo²nem imajo ravninske Bézierjeve krivulje stopnje n najve£ 2(n + 1)
prostostnih stopenj.
Dokaz. e je µ = max(deg(u), deg(v)), potem lahko vsakega od polinomov u in
v deniramo z najve£ µ + 1 koecienti. Predpostavimo lahko, da ima polinom
w vodilni koecient enak 1 in £e velja λ = deg(w), potem lahko izberemo ²e λ
koecientov. Skupno lahko tako poljubno izberemo λ + 2(µ + 1) koecientov. Z
integriranjem komponent x′ in y′ dobimo dve konstanti, ki prispevata dve dodatni
prostostni stopnji in tako imamo skupno λ+2µ+4 = n+3 prostostnih stopenj.
Hodograf PH krivulje mora ustrezati pitagorejskemu pogoju, zato imajo PH krivulje
manj prostostnih stopenj, kot splo²ne Bézierjeve krivulje. V poglavju 5 smo pri Her-
miteovi interpolaciji prvega reda uporabili kubi£no Bézierjevo krivuljo. Vpra²anje
je, ali bo tak²na interpolacija izvedljiva s kubi£nimi PH krivuljami. Zdi se, da bomo
potrebovali krivuljo vi²je stopnje.
6.2 Kontrolne to£ke Bézierjevih PH krivulj
Posvetili se bomo torej PH krivuljam, katerih hodograf je oblike (6.3) ter velja
w(t) = 1, polinoma u in v pa nimata skupnih ni£el - njun najve£ji skupni delitelj je
konstanta. Tak²nemu hodografu pravimo tudi primitiven pitagorejski hodograf in
denira regularno PH krivuljo, saj velja r′(t) ̸= 0 za vse t. Izbira nekonstantnega
w lahko povzro£i neregularne to£ke na krivulji, kjer je r′(t) = 0 (ponavadi so to
²pice), saj ima lahko w realne ni£le na opazovanem intervalu. Vse PH krivulje, ki jih
dobimo z integracijo primitivnih hodografov, so tako lihe stopnje n = 2µ+ 1.
Najpreprostej²e netrivialne PH krivulje so kubi£ne PH krivulje. Pri tem sta u in v
Bernsteinova polinoma na intervalu [0, 1] oblike
u(t) = u0(1− t) + u1t, v(t) = v0(1− t) + v1t,
in nimata skupnih ni£el, w pa je konstanta.
Komponenti hodografa sta tako
x′(t) = (u20 − v20)(1− t)2 + 2(u0u1 − v0v1)(1− t)t+ (u21 − v21)t2,
y′(t)′ = 2u0v0(1− t)2 + 2(u0v1 + u1v0)(1− t)t+ 2u1v1t2.
Integriramo in dobimo kontrolne to£ke
p1 = p0 +
1
3
(u0 − v0, 2u0v0),
p2 = p1 +
1
3
(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0),
p3 = p2 +
1
3
(u2 − v2, 2u2v2),
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kjer je to£ka p0 poljubno izbrana in predstavlja integracijsko konstanto.
Kubi£ne PH krivulje imajo na celotnem intervalu enak predznak ukrivljenosti - ni-
majo prevojev. Ker imajo premalo prostostnih stopenj, Hermiteova interpolacija s
tak²nimi krivuljami ni izvedljiva. PH krivulje stopnje 4 so nekoliko bolj eksibilne,
vendar v tem primeru polinom w ne more biti konstanta, kar lahko vodi v nere-
gularne to£ke na krivulji. Najpreprostej²e PH krivulje, ki so sposobne Hermiteove
interpolacije, so PH krivulje stopnje 5.
V nadaljevanju bomo potrebovali rezultat, kdaj imata dva polinoma skupne ni£le,
zato si poglejmo naslednjo denicijo.
Lema 6.7. Rezultanta polinomov p in q s koecienti a0, . . . , an in b0, . . . , bm je de-
nirana kot
f(a0, . . . , an, b0, . . . , bm) =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
a0 a1 a2 . . . 0 0 0







0 0 0 . . . an−1 an 0
0 0 0 . . . an−2 an−1 an
b0 b1 b2 . . . 0 0 0







0 0 0 . . . bn−1 bn 0
0 0 0 . . . bn−2 bn−1 an
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
Brez dokaza zapi²imo, da imata polinoma skupne ni£le natanko takrat, ko je vrednost
njune rezultante enaka 0.
Dokaz Leme 6.7 si lahko pogledamo v [6].
Izra£unati ºelimo kontrolne to£ke PH krivulje stopnje 5. V tem primeru sta u in v
Bernsteinova polinoma oblike
u(t) = u0(1− t)2 + u12(1− t)t+ u2t2,
v(t) = v0(1− t)2 + v12(1− t)t+ v2t2. (6.7)
V ena£bo (6.3) vstavimo (6.7) in w(t) = 1 ter s pomo£jo pravila za mnoºenje Bern-
steinovih polinomov (3.2.3) dobimo kontrolne to£ke hodografa r′ = (x′, y′) na inter-
valu t ∈ [0, 1], namre£
p̃0 = (u
2
0 − v20, 2u0v0),




(u21 − v21, 2u1v1) +
1
3
(u0u2 − v0v2, u0v2 + u2v0),
p̃3 = (u1u2 − v1v2, u1v2 + u2v1),
p̃4 = (u
2
2 − v22, 2u2v2).
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za k = 0, . . . , 4 in dobimo kontrolne to£ke (6.8).
Trditev 6.8. Beziérjeva krivulja stopnje 5 je regularna PH krivulja, ko lahko njene
kontrolne to£ke zapi²emo v obliki
p1 = p0 +
1
5
(u20 − v20, 2u0v0),
p2 = p1 +
1
5
(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0),
p3 = p2 +
2
15
(u21 − v21, 2u1v1) +
1
15
(u0u2 − v0v2, u0v2 + u2v0), (6.8)
p4 = p3 +
1
5
(u1u2 − v1v2, u1v2 + u2v1),
p5 = p4 +
1
5
(u22 − v22, 2u2v2),
kjer so u0, u1, u2, v0, v2 in v3 realni koecienti polinomov u in v ter je kontrolna
to£ka p0 poljubno izbrana. Pri tem polinoma u in v nimata skupnih ni£el, natanko
tedaj, ko je
(u2v0 − u0v2)2 ̸= 4(u0v1 − u1v0)(u1v2 − u2v1). (6.9)
Dokaz. Pokazati moramo ²e, da polinoma u in v nimata skupnih ni£el natanko
takrat, ko velja neenakost (6.9). Po Lemi 6.7 imata polinoma skupne ni£le, £e je
vrednost njune rezultante enaka 0. Rezultanta polinomov je
f(u0, u1, u2, v0, v1, v2) =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
u0 u1 u2 0
0 u0 u1 u2
v0 v1 v2 0
0 v0 v1 v2
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
= (u2v0 − u0v2)2 − 4(u0v1 − u1v0)(u1v2 − u2v1).
Rezultanta je razli£na od 0, ko velja (6.9).
Lema 6.9. tevilo prevojev PH krivulje stopnje 5, denirane v (6.8), je odvisno od
vrednosti
∆ = (u2v0 − u0v2)2 − 4(u0v1 − u1v0)(u1v2 − u2v1). (6.10)
e je ∆ pozitivna, ima krivulja dva realna prevoja, £e je ∆ negativna, nima nobenega.
Dokaz. Izraz k = uv′ − u′v dolo£a ²tevec v ena£bi za ukrivljenost krivulje (6.6).
Polinom k je kvadraten in ima Bernsteinove koeciente
k0 = 2(u0v1 − u1v0), k1 = −(u2v0 − u0v2), k1 = 2(u1v2 − u2v1).
Njegova diskriminanta k21−k0k2 je proporcionalna (6.10). Zaradi omejitve (6.9) velja
∆ ̸= 0. Torej, £e je ∆ > 0, ima κ dve realni ni£li, £e pa je ∆ < 0 nima nobene.
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6.3 Hermiteova interpolacija s PH krivuljami stopnje 5
Na intervalu [0, 1] ºelimo konstruirati Bézierjevo PH krivuljo stopnje 5, ki zado²£a
pogojem
r(0) = r0, r(1) = r1, r
′(0) = v0, r
′(1) = v1,
kjer sta r0 in r1 za£etna in kon£na to£ka krivulje, v0 in v1 pa pripadajo£a tangentna
vektorja. Kontrolne to£ke p0, p1, p4, p5 dolo£imo z ena£bami







r′(1), p5 = r(1).
Izra£unati pa moramo ²e kontrolni to£ki p2 in p3.











kjer so ∆pk, k = 0, . . . , n− 1, razlike
∆pk = (∆xk,∆yk) = pk+1 − pk.
Problem 1. Podane imamo kontrolne to£ke p0 ̸= p1 in p4 ̸= p5. Ali lahko to£ki
p2 in p3 dolo£imo tako, da re²imo sistem ena£b (6.8) za vrednosti (u0, u1, u2) in
(v0, v1, v2)?
Odgovor na vpra²anje je pritrdilen, obstaja celo ve£ re²itev za p2 in p3. Pri ra£u-
nanju si bomo pomagali z naslednjo lemo.
Lema 6.10. Za poljubne realne vrednosti a in b lahko re²itve sistema ena£b
u2 − v2 = a, 2uv = b
izrazimo v obliki











kjer je c =
√
a2 + b2, sign(b) pa predznak b. e je b = 0, vzamemo sign(b) = ±1.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da sta a in b razli£na od 0. Potem je tudi u ̸= 0,
zato lahko naredimo substitucijo v = b/2u v prvo ena£bo, torej
u4 − au2 − 1
4
b2 = 0.










a2 + b2, c je vedno pozitiven in ve£ji od a, zato velja a − c < 0 in
a+ c > 0. Sledi, da je u2 = 1
2






Vrednost u vstavimo v ena£bo v = b/2u in dobimo











Dobljena rezultata se ujemata z (6.11).
Hitro lahko dokaºemo, da se tudi re²itve, ko sta a ali b enaka ni£, ujemajo z (6.11).
Trditev 6.11. Problem 1 ima vedno realne re²itve. Vrednosti koecientov
(u0, u1, u2) in (v0, v1, v2) so


















(u1, v1) = −
3
4









kjer je c =
√




(u20 − v20 + u22 − v22) +
5
8







(u0v0 + u2v2) +
5
8




























Analogno lahko izra£unamo za vrednosti u2 in v2, tako da re²ujemo zadnjo ena£bo
iz (6.8).
Sistem ena£b za re²evanje u1 in v1 bomo dobili iz tretje ena£be v (6.8). Vstavimo
p3 = p4 −
1
5
(u1u2 − v1v2, u1v2 + u2v1),
p2 = p1 +
1
5
(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0),
in dobimo sistem ena£b
15
2
(x4 − x1) = u21 − v21 +
3
2
(u0 + u2)u1 −
3
2






(y4 − y1) = 2u1v1 +
3
2
(v0 + v2)u1 +
3
2













Re²ujemo po lemi 6.10. Izra£unamo
ũ21 − ṽ21 = u21 − v21 +
3
2
(u0 + u2)u1 −
3
2
(v0 + v2)v1 +
9
16





ũ1ṽ1 = 2u1v1 +
3
2
(v0 + v2)u1 −
3
2
(u0 + u2)v1 +
9
8








(u20 − v20 + u22 − v22) +
5
8







(u0v0 + u2v2) +
5
8




Iz (6.12) dobimo osem razli£nih re²itev, s katerimi izra£unamo manjkajo£i kontrolni
to£ki, in na prvi pogled se zdi, da obstaja osem razli£nih PH krivulj, ki ustrezajo
predpisanim pogojem. Ampak, kontrolne to£ke so invariantne za spremembo pred-
znaka v re²itvah. To pomeni, da iz (u0, u1, u2), (v0, v1, v2) dobimo enake kontrolne
to£ke kot iz (−u0,−u1,−u2), (−v0,−v1,−v2). Torej, obstajajo ²tiri razli£ne PH kri-
vulje, ki ustrezajo predpisanim pogojem. Dobimo jih tako, da ksiramo predznak
pri eni od re²itev v (6.12), v na²ih primerih bosta to u1 in v1.
Posledica 6.12. PH krivulje stopnje 5, ki jih dobimo pri Hermiteovi interpolaciji
na intervalu [0, 1], lahko razdelimo v dva para. Vsak par krivulj ima na intervalu












Dokaz. V ena£bo za lo£no dolºino PH krivulj (6.5) vstavimo re²itve u0, u1, u2 in
v0, v1, v2, denirane z (6.12). Integriramo po pravilih za integriranje Bernsteinovih
polinomov in dobimo (6.13). Pokaºemo lahko, da se lo£na dolºina ne spremeni, £e
hkrati spremenimo predznak v (u0, v0) in (u2, v2).
Primer 6.13. Poglejmo si interpolacijo za podatke
r0 = (1, 2), r1 = (10, 11), v0 = (15,−35), v1 = (55, 10).
Kontrolne to£ke so
p0 = (1, 2), p1 = (4,−5), p4 = (−1, 9), p5 = (10, 11).
Dobimo ²tiri razli£ne krivulje, ki so prikazane na Sliki 16. Dolo£ajo jih re²itve
++ +− −+ −−
(u0, v0) (5.15, -3.40) (5.15, -3.40) (-5.15, 3.40) (-5.15, 3.40)
(u1, v1) (-2.06, 7.27) (8.19, 11.14) (4.75, 5.03) (16.84, 3.18)
(u1, v1) (7.45, 0.67) (-7.45, -0.67) (7.45, 0.67) (-7.45, -0.67)
p2 (6.82, 3.89) (20.00 0.91) (-4.31, -6.96) (-15.51, 3.16)
p3 (3.04, -1.56) (9.70, 26.68) (-7.39, 0.87) (23.65, 16.00)
Torej, na izbiro imamo ²tiri razli£ne PH krivulje stopnje 5. Postavi se nam vpra-
²anje, kako izbrati krivuljo z najbolj²o obliko. Upo²tevati moramo, da je na² cilj
sestaviti zlepek. Re²itvi pri +− in −− verjetno ne bi bili najbolj²a izbira, saj vse-
bujeta zanko. e primerjamo krivulji pri ++ in −+, bi se verjetno odlo£ili za prvo.
Vendar pa vizualna ocena ne bo ustrezen na£in za izbiranje najbolj²e krivulje, saj
bomo aproksimirali ve£je ²tevilo to£k. Poiskati je treba kriterij, ki ga lahko izra£u-
namo.
6.4 Izbira najbolj²e re²itve
Dolo£iti ºelimo kriterij, s katerim bomo za vsak nabor PH krivulj stopnje 5, ki jih
dobimo s Hermiteovo interpolacijo, izbrali najbolj²o krivuljo.
Denicija 6.14. Rotacijski indeks R ravninske krivulje r = (x, y)T , denirane na






κ(t) ∥r′(t)∥ dt, (6.14)
kjer je κ ukrivljenost krivulje.
Rotacijski indeks nam pove, za kolik²en deleº polnega kota se na izbranem intervalu
spremeni naklonski kot tangente t ali normale n. Sledi iz interpretacije ukrivljenosti




Slika 16: Re²itve pri interpolaciji s PH krivuljami stopnje 5.
Denicija 6.15. Cauchyjev indeks IbaΦ racionalne funkcije Φ na intervalu [a, b]
predstavlja ²tevilo polov, ko gre Φ od −∞ do +∞, zmanj²ano za ²tevilo polov, ko
gre Φ od +∞ do −∞.
Poli v kraji²£ih intervala a in b ne prispevajo k IbaΦ. e je Φ = q/p in velja gcd(p, g) =
1, potem samo ni£le lihe stopnje imenovalca p prispevajo k IbaΦ.









J = tan−1Φ(b)− tan−1Φ(a)− πIbaΦ,
kjer je Φ = q/p.
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Vrednost dobljenega rezultata ima razpon tan−1Φ ∈ [−π/2, π/2]. Pri integriranju
smo uporabili substitucijo t ↦→ Φ, ki v primeru, da ima p ni£le na intervalu [a, b], ne
prestavlja bijektivne preslikave [a, b] ↦→ [Φ(a),Φ(b)]. V tak²nih primerih integriranje



















kjer sta Φ−k in Φ
+
k limiti funkcije Φ pri polu tk z vrednostima−∞ in+∞. Integriramo
po (6.15), uporabimo tan−1Φ±k = sign(Φ
±
k )π/2 in dobimo










e gre Φ pri polu tk od −∞ do +∞, je vrednost sign(Φ−k )− sign(Φ
+
k ) vedno -2, £e
gre od +∞ do −∞, je ta vrednost 2, sicer pa je 0. Vsota v (6.4) je tako 2IbaΦ.
Posledica 6.17. Rotacijski indeks PH krivulje na intervalu [0, 1], denirane v (6.3)





Podobno lahko rotacijski indeks izrazimo za splo²en polinom na intervalu [0, 1] s









Dokaz. Zgornja izraza sledita iz Leme 6.16 in formul κ = 2(uv′ − u′v)/(u2 + v2)2 in
∥r∥ = u2 + v2 za PH krivulje ter κ = (x′y′′ − x′′y′)/(x′2 + y′2) 32 in ∥r∥ = (x′2 + y′2) 12
za splo²ne polinome.
Za kubi£no krivuljo in PH krivuljo stopnje 5 sta Θ in Ψ kvadratni racionalni funk-
ciji.
Lema 6.18. Za rotacijski indeks splo²ne kubi£ne krivulje velja −1 ≤ R ≤ 1, za PH
krivuljo stopnje 5 pa je ta omejitev −2 ≤ R ≤ 2.








Lema sledi iz izrazov κ ∥r∥ = (x′y′′−x′′y′)/(x′2+ y′2) za kubi£no krivuljo in κ ∥r∥ =
2(uv′ − u′v)/(u2 + v2) za PH krivuljo stopnje 5.
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6.4.1 Primerjava s kubi£nim interpolantom
V poglavju 5 smo se sre£ali z interpolacijo s kubi£nimi Bézierjevimi krivuljami.
Primerjali bomo obliko kubi£nega interpolanta z oblikami PH krivulj iz Primera
6.13.
Zdi se smiselno, da bi rotacijske indekse na²ih interpolantov primerjali z rotacijskim
indeksom kubi£nega interpolanta in bi tako izbrali najbolj²o krivuljo. Po Lemi 6.18
vemo, da rotacijska indeksa kubi£nih in PH krivulj nimata enake omejitve, zato se




Slika 17: Primerjava s kubi£nimi krivuljami. Rotacijski indeksi PH krivulj so: (++)
R = 0.2142, (+−) R = 1.2142, (−+) R = −0.7858, (−−) R = 0.2142, rotacijski
indeks kubi£ne krivulje pa je R = −0.7858.
Slika 17 prikazuje primerjavo med PH krivuljami in ustrezno kubi£no krivuljo. Kri-
vulja −+ ima enak rotacijski indeks, kot kubi£na krivulja. S tega vidika je mogo£e
primerjava s kubi£no krivuljo ustrezen kriterij, saj je krivulja −+ lepe oblike, ne
vsebuje zank. Vseeno se zdi, da je krivulja ++ bolj²a izbira.
35
Primer 6.19. Interpoliramo podatke
r0 = (2, 3), r1 = (0, 0), v0 = (−45,−25), v1 = (−55,−25).
Kontrolne to£ke kubi£nega polinoma so
p0 = (1, 2), p1 = (4,−5), p2 = (−1, 9), p3 = (10, 11),
rotacijski indeks pa R = −0, 0128. Kontrolne to£ke PH krivulj so
p0 = (1, 2), p1 = (4,−5), p4 = (−1, 9), p5 = (10, 11),
in preostali dve kontrolni to£ki ter rotacijski indeksi
++ +− −+ −−
p2 (10.59, -3.89) (-1.27, -16.13) (-14.17, 12.10) (3.86, 14.92)
p3 (-7.95, 7.81) (16.58, -10.55) (3.86, 20.58) (-1.49, -12.84)
R -0.0128 10.9872 -1.0128 -0.0128
V tem primeru se dve PH krivulji ujemata s kubi£no v rotacijskem indeksu. e
pogledamo Sliko 18 vidimo, da obe krivulji vsebujeta samoprese£i²£a, zato tukaj po
tem kriteriju ne dobimo najbolj²e re²itve.
Primerjava s kubi£nimi krivuljami torej ni najbolj zanesljiva metoda za dolo£anje
najbolj²e re²itve.
6.4.2 Absolutni rotacijski indeks








e ima κ konstanten predznak na intervalu [0, 1], potem velja R = |R|, v splo²nem
pa je R ≥ |R|. Absolutni rotacijski indeks tako izmeri skupno spremembo tangente
na izbranem intervalu. Indeks bi lahko sluºil kot kriterij za izbiro najbolj²e krivulje.
Izbrali bi tisto, pri kateri bi bil ta indeks najmanj²i. Poglejmo si, kak²ne vrednosti
dobimo pri na²ih krivuljah.
++ +− −+ −−
Primer 6.13 0.7612 1.2142 0.7858 1.6010
Primer 6.19 1.2415 0.9872 1.0128 1.3839
V primeru 6.13 bi torej izbrali krivuljo ++, v primeru 6.19 pa krivuljo +−. Obe
krivulji sta lepi - ne vsebujeta samoprese£i²£. Vidimo, da je v tem primeru absolutni





Slika 18: Primerjava s kubi£nimi krivuljami.
Sliki 19 in 20 kaºeta, da so krivulje z najmanj²im absolutnim rotacijskim indeksom
vedno lepe krivulje, torej ne vsebujejo zank. Trdimo lahko tudi, da je R pri krivuljah
z zankami vedno vi²ji, kot pri krivuljah brez zank. Absolutni rotacijski indeks je
torej smiselen kriterij za dolo£anje najbolj²e krivulje.
Kriterij bomo uporabili v poglavju 7 pri konstruiranju zlepkov.
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R = 0, 9908 R = 1, 2390
R = 0, 7610 R = 1, 3457
Slika 19: Najmanj²i absolutni rotacijski indeks ima krivulja spodaj levo.
R = 0, 4664 R = 1, 4664
R = 1, 0714 R = 1, 5336
Slika 20: Najmanj²i absolutni rotacijski indeks ima krivulja zgoraj levo.
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6.5 Paralelne krivulje
Spomnimo se, da je paralelna krivulja rd, ki je od krivulje r oddaljena za d, denirana
kot
rd(t) = r(t) + dn(t).
e je r Bézierjeva PH krivulja, potem rd spada med racionalne Bézierjeve krivulje
in je stopnje 9 za PH krivulje stopnje 5. Normala n je v tem primeru oblike
n =
(2uv, v2 − u2)
σ2
,
kjer je σ parametri£na hitrost krivulje r.
Naj bodo
Pk = (Wk, Xk, Yk) = (1, xk, yk), k = 0, . . . , n,
kontrolne to£ke krivulje r v homogenih koordinatah. Deniramo razlike
∆Pk = Pk+1 −Pk = (0,∆xk,∆yk), k = 0, . . . , n− 1,
kjer so ∆xk = xk+1 − xk in ∆yk = yk+1 − yk. Ozna£imo ∆P⊥k = (0,∆yk,−∆xk).










kjer so W , X in Y polinomi stopnje 2n− 1 s koecienti
Ok = (Wk, Xk, Yk), k = 0, . . . , 2n− 1,
ki predstavljajo Bézierjeve kontrolne to£ke racionalne paralelne krivulje. Homogene














) (σjPk−j + dn∆P⊥j ), k = 0, . . . , 2n− 1.
Slika 21 prikazuje PH krivulje iz Primera 6.13 skupaj s paralelnimi krivuljami na
razdaljah d = 1 in d = 2. Pri prvi PH krivulji (na sliki zgoraj levo) sta obe paralelni
krivulji pravi paralelni krivulji - povsod na intervalu sta oddaljeni za 1 oziroma
2. Pri tretji PH krivulji (spodaj levo) je samo tista na razdalji 1 prava paralelna
krivulja. Vse ostale bi morali obrezati, da bi postale prave paralelne krivulje.
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Slika 21: PH krivulje (na slikah z modro barvo) s paralelnimi krivuljami na razdalji
d = 1 (zelena) in d = 2 (rde£a).
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7 Interpolacija s PH zlepki stopnje 5
Podano imamo zaporedje to£k r0, . . . , rN v ravnini in pripadajo£e tangentne vektorje
v0, . . . ,vN . Poiskati ºelimo zlepek f , sestavljen iz razli£nih PH krivulj stopnje 5, ki
bo interpoliral podane to£ke in se bo v prvih odvodih ujemal z vektorji.
Za vsak nabor podatkov rk−1, rk, vk−1 in vk bomo re²evali problem na standarizi-
ranih podatkih. To pomeni, da bomo kraji²£i preslikali v
r̃k−1 = (0, 0)










kjer je r = ∥∆rk∥, G pa Givensova rotacija za katero je
G(∆rk) = (r, 0)T
e je θ kot med daljico, ki povezuje to£ki rk−1 in rk, in x - osjo, potem G zavrti





Slika 22: Preslikava v standardno obliko.
Algoritem 1 opisuje konstruiranje zlepka f , ki interpolira dane podatke. Razdeljen
je na N korakov. Na vsakem koraku poi²£e transformacijo, ki podatke preslika v
standardno obliko. Poi²£e ²tiri PH krivulje stopnje 5, ki ustrezajo standariziranim
podatkom. Za vsako od teh krivulj izra£una absolutni rotacijski indeks in izbere
krivuljo, pri kateri je ta indeks najmanj²i, ter shrani njene kontrolne to£ke. Poi²£e
inverzno transformacijo in preslika kontrolne to£ke. Na koncu vrne vse kontrolne
to£ke in nari²e zlepek.
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Algoritem 1 Nari²i zlepek f
Input: r0, . . . , rN , v0, . . . ,vN
Output: f
for k = 1 : N do
Poi²£i preslikavo T , ki rk−1, rk, vk−1, vk preslika v standardno obliko
Preslikaj T : (vk−1,vk) ↦→ (ṽk−1, ṽk)
Poi²£i re²itve f̃k1, f̃k2, f̃k3 in f̃k4 s parametrom na intervalu [0, 1], ki interpolirajo
r̃k−1 = (0, 0), r̃k = (1, 0), ṽk−1, ṽk
for j = 1 : 4 do
Izra£unaj R za f̃kj
end for
Izberi re²itev, ki ima najmanj²i R
Shrani kontrolne to£ke p̃k0, . . . , p̃k5 izbrane re²itve




Primer 7.1. Podane imamo podatke
r0 = (0, 0) v0 = (0, 2) r6 = (6, 8) v6 = (−6,−6)
r1 = (4, 2) v1 = (5, 5) r7 = (5.8, 5) v7 = (0,−4)
r2 = (4.2, 5) v2 = (0, 4) r8 = (6, 2) v8 = (5,−5)
r3 = (4, 8) v3 = (−6, 6) r9 = (10, 0) v9 = (0,−3)
r4 = (0, 15) v4 = (2, 2) r10 = (0, 0) v10 = (0, 2)
r5 = (10, 15) v5 = (2,−2)
Re²ujemo po Algoritmu 1 in dobimo kontrolne to£ke
p0 p1 p2 p3 p4 p5
f1 (-2, 0) (-2, 0.4) (-1.2, 0.9) (0.3, 0.6) (2, 1) (3, 2)
f2 (3, 2) (4, 3) (3.7, 3.6) (3.6, 3.9) (3.2, 4.2) (3.2, 5)
f3 (3.2, 5) (3.2, 5.8) (3.7, 6) (3.7, 6.2) (4.2, 6.8) (3, 8)
f4 (3, 8) (1.8, 9.2) (-0.2, 11) (-2.3, 13.1) (-2.4, 14.6) (-2, 15)
f5 (-2, 15) (-1.6, 15.4) (0.8, 16.4) (9.2, 16.4) (11.6, 15.4) (12, 15)
f6 (12, 15) (12.4, 14.6) (12.3, 13.1) (10.2, 10.1) (8.2, 9.2) (7, 8)
f7 (7, 8) (5.8, 6.8) (6.3, 6.2) (6.3, 6) (6.8, 5.8) (6.8, 5)
f8 (6.8, 5) (6.8, 4.2) (6.4, 3.8) (6.3, 3.6) (6, 3) (7, 2)
f9 (7, 2) (8, 1) (9.7, 0.7) (11, 1.2) (12, 0.6) (12, 0)
f10 (12, 0) (12, -0.6) (9.8, -2.7) (-0.3, -2.2) (-2, -0.4) (-2, 0)
Slika 23 prikazuje zlepek, ki ga dobimo z interpolacijo zgornjih podatkov.
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Slika 23: Interpolacija s PH krivuljami stopnje 5.
V poglavju 5 smo konstruirali zlepek iz kubi£nih Bézierjevih krivulj. Zdaj bomo
uporabili podatke iz primerov 5.2 in 7.1 ter primerjali zlepke iz PH krivulj z zlepki
iz kubi£nih krivulj.
Na sliki 24 sta PH zlepka narisana z modro barvo, kubi£na pa z zeleno. Pri podat-
kih iz primera 5.2 dobimo zelo podobni krivulji, ki se na dolo£enih segmentih tudi
prekrivata. Pri primeru 7.1 je prekrivanja bisteno manj.
7.1 Interpolacija na splo²nem intervalu
Do sedaj je bil parameter t pri vsakem delu zlepka na intervalu [0, 1], pogoji pa
oblike
fk(0) = rk−1, fk(1) = rk, f
′
k(0) = vk−1, f
′
k(1) = vk.
Izberemo lahko tudi druga£no parametrizacijo. Izbira je ponavadi odvisna od obrav-
navanega problema, velja pa, da morajo biti delilne to£ke parametra vsaj delno
povezane z geometrijo interpolacijskih to£k [2].
Poglejmo si interval [t0, tN ], na katerem bo deniran zlepek. Razdelimo ga na po-
dintervale [tk−1, tk], k = 1, . . . , N . e za delilne to£ke velja
tk+1 = tk + ∥∆rk∥α , k = 1, ..., N, α ∈ [0, 1] ,
potem smo izbrali t.i. α-parametrizacijo. Za£etna to£ka t0 je poljubna, postavili jo
bomo na 0. Najbolj znane parametrizacije tega tipa so:
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Slika 24: Primerjava s kubi£nim zlepkom.
• enakomerna, α = 0,
• centripetalna, α = 1/2,
• tetivna, α = 1.
V nadaljevanju bomo primerjali zlepke z omenjeninimi tipi parametrizacije. e prej
pa si poglejmo Hermiteovo interpolacijo na poljubnem intervalu.
Deli zlepka bodo zado²£ali pogojem
fk(tk−1) = rk−1, fk(tk) = rk, f
′
k(tk−1) = vk−1, f
′
k(tk) = vk.
V poglavju 3.2.1 smo omenili, da lahko lastnosti Bernsteinovih polinomov, denira-
nih na intervalu [0, 1], uporabimo na splo²nem intervalu. Bézierjeva krivulja stopnje











Hermiteov interpolant r, ki re²i interpolacijski problem
r(a) = ra, r(b) = rb, r
′(a) = va, r
′(b) = vb,
ima ²tiri kontrolne to£ke podane z







r′(b), pn = r(b).
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V primeru PH krivulje stopnje 5 so kontrolne to£ke podane kot
p1 = p0 +
b− a
5
(u20 − v20, 2u0v0),
p2 = p1 +
b− a
5
(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0),
p3 = p2 +
2(b− a)
15
(u21 − v21, 2u1v1) +
b− a
15
(u0u2 − v0v2, u0v2 + u2v0),
p4 = p3 +
b− a
5
(u1u2 − v1v2, u1v2 + u2v1),
p5 = p4 +
b− a
5
(u22 − v22, 2u2v2).
Re²itve sistema ena£b so


















(u1, v1) = −
3
4









Algoritem 2 Nari²i zlepek f
Input: r0, . . . , rN , v0, . . . ,vN
Output: f
t0 = 0
for k = 1 : N do
tk = tk−1 + ∥∆rk∥α
Poi²£i preslikavo T , ki rk−1, rk, vk−1, vk preslika v standardno obliko
Preslikaj T : (vk−1,vk) ↦→ (ṽk−1, ṽk)
Poi²£i re²itve f̃k1, f̃k2, f̃k3 in f̃k4 s parametrom na intervalu [tk−1, tk], ki interpo-
lirajo r̃k−1 = (0, 0), r̃k = (1, 0), ṽk−1, ṽk
for j = 1 : 4 do
Izra£unaj R za f̃kj
end for
Izberi krivuljo, ki ima najmanj²i R
Shrani kontrolne to£ke p̃k0, . . . , p̃k5 izbrane krivulje





kjer je c =
√




(u20 − v20 + u22 − v22) +
5
8







(u0v0 + u2v2) +
5
8




Za konstruiranje zlepka bomo uporabili Algoritem 2, ki je podoben Algoritmu 1 in
na vsakem koraku poi²£e re²itve za standarizirane podatke. Razlika je v tem, da
je tukaj interval parametra na vsakem koraku druga£en in moramo izra£unati tudi
∥∆rk∥α. Pri tem vzamemo α = 0.5 in α = 1.
Uporabimo podatke iz Primera 7.1. Slika 25 prikazuje PH zlepke z razli£nimi para-
metrizacijami. Na kraj²ih intervalih se krivulje skoraj prekrivajo, na dalj²ih interva-
lih pa so nekoliko ve£ja odstopanja. Zlepek s centripetalno parametrizacijo (α = 0.5)
se nekoliko bolj pribliºa zlepku z enakomerno parametrizacijo, kot zlepek s tetivno
parametrizacijo (α = 1).
Slika 25: Interpolacija s PH krivuljami stopnje 5. Modra - enakomerna parametri-
zacija, zelena - centripetalna, vijoli£na - tetivna.
Poglejmo si ²e primerjavo za podatke iz primera 5.2.
Tudi v tem primeru opazimo nekoliko ve£ odstopanja na dalj²ih intervalih (Slika
26).
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Slika 26: Interpolacija s PH krivuljami stopnje 5. Modra - enakomerna parametri-
zacija, zelena - centripetalna, vijoli£na - tetivna.
7.2 Paralelne krivulje
Naj bo f zlepek, ki je sestavljen iz razli£nih PH krivulj stopnje 5, ozna£imo jih z
f1, . . . , fN . Potem je paralelna krivulja fd na razdalji d sestavljena iz racionalnih
krivulj, ki so denirane kot
fkd(t) = fk(t) + dnk(t), k = 1, . . . , N,
kjer je nk normala na fk.
Zlepek f je po deniciji gladka krivulja, zato je fd povezana krivulja, ni pa nujno,
da je povsod gladka in od f povsod oddaljena za d. Poglejmo si najprej notranjo
in zunanjo paralelno krivuljo za zlepek, ki je sestavljen iz PH krivulj stopnje 5,
pri katerih je parameter t na intervalu [0, 1] (Slika 27). Obe paralelni krivulji sta
povezani, vendar nista povsod gladki. Nobena od njih ni prava paralelna krivulja,
saj se ponekod zlepku preve£ pribliºa. Tak²ni paralelni krivulji zato v praksi seveda
nista uporabni.
Da bo paralena krivulja povsod oddaljena za d jo moramo obrezati, torej odstraniti
dele krivulj, ki so na razdalji manj kot d. Ni nam pa treba dodajati lokov, saj sta
obe krivulji povezani.
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Slika 27: Notranja (levo) in zunanja (desno) paralelna krivulja na razdalji 1,5.
Algoritem 3 Obreºi paralelno krivuljo
Input: neobrezana paralelna krivulja fd
Output: obrezana paralelna krivulja f̃d
S = {s0, . . . sN}, si ∈ fd, i = 0, . . . , N
for i = 0 : N do
mi = min d(f , si)
end for
Poi²£i indekse ij, za katere velja
(mij = d in mij+1 < d) ali (mij < d in mij+1 = d)
Razdeli S na podmnoºice S0 = {s0, . . . , si1}, . . . , Sn = {sin , . . . , sN}
for j = 0 : n do
Izberi naklju£no to£ko si v Sj
if mi < d then




Algoritem 3 enakomerno izbere mnoºico to£k S na paralelni krivulji. Za vsako od teh
to£k izra£una najmanj²o razdaljo do osnovne krivulje. Poi²£e indekse to£k, kjer se
paralelna krivulja preve£ pribliºa krivulji in na osnovi teh indeksov razdeli mnoºico
S na podmnoºice. V vsaki podmnoºici izbere to£ko in preveri njeno razdaljo. e je
razdalja manj²a od predpisane, odstrani del paralelne krivulje med prvo in zadnjo
to£ko podmnoºice. Kar ostane je prava paralelna krivulja.
Slika 28 prikazuje obrezani paralelni krivulji za paralelni krivulji iz Slike 27. Obe
krivulji sta od osnovne krivulje povsod oddaljeni za 1.5. Vidimo pa, da notranja
paralelna krivulja ni ve£ povezana.
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Slika 28: Obrezani paralelni krivulji na razdalji 1.5.
Poglejmo si ²e paralelni krivulji za Primer 5.2.
Slika 29: Neobrezani in obrezani paralelni krivulji na razdalji 1.5.
Tudi v tem primeru smo morali obe paralelni krivulji obrezati.
Paralelne krivulje imajo pomembno vlogo v razli£nih aplikacijah, kot so npr. pro-
grami za CNC razrez. al se velikokrat zgodi, da moramo te krivulje dodatno prila-
gajati (dodajanje manjkajo£ih delov, obrezovanje), kar je lahko v dolo£enih primerih
precej £asovno zahteven proces.
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8 Zaklju£ek
PH krivulje so zaradi svojih posebnih lastnosti postale pomembno orodje v razli£nih
aplikacijah. Namen tega dela je bil predstaviti PH krivulje, opisati njihove glavne
lastnosti in prednosti ter jih uporabiti pri Hermiteovi interpolaciji prvega reda. Ena
od pomembnih lastnosti PH krivulj je racionalna paralelna krivulja, zato smo tudi
tej temi posvetili nekaj strani.
Najpreprostej²e splo²ne krivulje, ki so sposobne zadostiti pogojem Hermiteove inter-
polacije prvega reda, so kubi£ne krivulje. PH krivulje imajo zaradi dodatnih zahtev
manj prostostnih stopenj kot splo²ne krivulje, zato kubi£ne PH krivulje niso pri-
merne za tak²no interpolacijo. PH krivulje sodih stopenj so lahko neregularne, zato
smo se posvetili PH krivuljam stopnje 5. Pri interpolaciji smo dobili ²tiri razli£ne
re²itve. Vse re²itve niso bile lepe, nekatere so imele samoprese£i²£a, zato smo morali
poiskati tudi kriterij za dolo£anje najbolj²e re²itve. Izkazalo se je, da je absolutni
rotacijski indeks primeren kriterij.
Na² cilj je bil sestaviti zlepek iz PH krivulj stopnje 5 ter konstruirati njegovo para-
lelno krivuljo. Videli smo, da paralelne krivulje niso vedno prave paralelne krivulje,
zato smo predstavili tudi proceduro za obrezovanje teh krivulj.
Interpolacija s PH krivuljami stopnje 5 je, zaradi posebne lastnosti hodografa, vse-
kakor precej bolj zahtevna kot interpolacija s splo²nimi kubi£nimi krivuljami. Upo-
²tevati moramo dodatne pogoje in analizirati dobljene re²itve. Vendar pa trud ni
zaman. Lastnosti, kot sta natan£na dolºina loka in racionalna paralelna krivulja,
jim dajeta prednost pri uporabi pred ostalimi krivuljami. PH krivulje so aktivno
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